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Relacion de ejercicios 4 - Soluciones

Ejercicio 1. Sea f : [a,b] — R continua, pongamod/ = max f([a, b]), m = min f([a, b]) y supon-
gamos quef(a) = f(b) y quem < f(a) < M. Prueba qug’ toma todo valor dén, M| en al menos
dos puntos déz, b].

Solucion. Una gréfica indica enseguida lo que hay que hacer (pero saolargnafica no se puede
razonar). Seanm, v € [a, b]tales quef(u)=my f(v)=M.Observaque coma < f(a)=f(b) < M
debe ser # vy ambos deben ser distintos dg deb. Supongamos que < v.

Consideremos los tres intervalfps u], [u, v] y [v, b]. Por el teorema del valor intermedio, sabe-
mos que la imagen de un intervalo por una funcién continuangstervalo o, dicho de otra mane-
ra, si una funcion continua en un intervalo toma dos valaatén toma en dicho intervalo todos
los valores comprendidos entre ellos dos. Cofffa), f(u) € f([a,u]) se sigue quef([a,u]) D
[f(u), f(a)] = [m, f(a)]. Andlogamente, comd (b), f(v) € f([v,b]) se sigue quef(v,b]) D
[f(D), f(v)] =[f(a), M]. Y, claro estd,f ([u,v]) = [m, M]. Pongamosd = [a, u[U]v, b]. Tenemos
que

J(A) = f(a.uD U f(v,b]) Dlm, f(@)]VU[f(a), M[=]m, M].
ComoA N [u, v] =3, se sigue que cada valor fam, M| es tomado poy en al menos dos puntos: uno
enA y otro enju, v|. ©

Ejercicio 2. Determina el nimero de ceros de la funcigf(x) = * +x3 — 6x — 2.

Solucion. Sabemos, como consecuencia del teorema de Rolle, que siNadéede una funcién se
anula en exactamenkepuntos distintos, entonces la funcién puede anulemseo maximoenk + 1
puntos distintos. Las derivadas de nuestra funcion vieadaglpor:

fl(x) =€ +3x2 -6, [f'(x)=¢€" +6x, f"(x)=¢€"+6.
Llegados aquies evidentgue no hay que seguir, porqyé”(x) > 0 para todax € R.

Deducimos que’” se anulacomo much@n un punto,/’ se anula&como muchen dos puntos y’
se anula&como muchen tres puntos.

Lo anterior no prueba qug se anule, sino solamente goue puede anularse en mas de tres puntos
Para estudiar si realmenfése anula debemos usar el teorema de Bolzano y obtener purtisauie
la funcién cambie de signo. Tenemos que:

f(=3)=€3—-11<0, f(—1)=é+3>0, f(0)=—1, f3)=€+7> 0.

Deducimos, por el teorema de Bolzano, que en cada uno detéogadios] — 3, —1[,]0, —1,0[ y ]0, 3[ la
funcién f se anula epor lo menosun punto. Por tantof” se anula epor lo menogres puntos. Como
también hemos probado qyfeno puede anularse en mas de tres puntos, concluimog gaeanula en
exactamente tres puntos.

Ejercicio 3. Estudia el nimero de soluciones de la ecuacion:

x> 2
cosx —senx + — — = =0.
2 3
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Solucién.Pongamog/(x) = cosx — senx + % — % funcion que, naturalmente, esta definida en toda
la recta real. Dicha funcion tiene derivadas de todos 0lgmauy en particular, es continua. Ademas
esté definida en un intervali.

Sabemos, como consecuencia del teorema de Rolle, que sidad#ede una funcién se anula en
exactamenté& puntos distintos, entonces la funcion puede anuleoseo maximoenk + 1 puntos
distintos. Las derivadas de nuestra funcién vienen dadas po

3
f'(x) = —senx — cosx + Exz’ f"(x) =—cosx +senx + 3x, f’(x)=senx + cosx + 3.

Llegados aquies evidentgue no hay que seguir, porque es sabido-gu&gseny <1y —1<cosx <1,
por lo que evidentementef " (x) > 0 para todax € R.

Deducimos que’” se anula&omo much@n un punto,/’ se anula&como much@n dos puntos y’
se anulacomo muchen tres puntos.
Lo anterior no prueba qug se anule, sino solamente que puede anularse en mas de tres puntos

Para estudiar si realmenfése anula debemos usar el teorema de Bolzano y obtener puritzsaue
la funcién cambie de signo. Tenemos que:

a3 2 43 2 1

f(—n)=—1—”73—§ <0, fO=1-2 >0, /&)= 2o Loo fem=14ar -2 >0

128 3 128 3 6

Deducimos, por el teorema de Bolzano, que en cada uno dedogdios| — r, 0[,]0, 7 /4[,]7 /4, 2n[ la
funcién f se anula epor lo menosun punto. Por tantof” se anula epor lo menogres puntos. Como
también hemos probado qyfeno puede anularse en mas de tres puntos, concluimog gaenula en
exactamente tres puntds.

Ejercicio 4. Determina el nimero de soluciones reales de la ecuakidn- 3x2 — 12x = m segun el
valor del nimero reah.

Solucién.Pongamos/(x) = 2x* — 3x2 — 12x. Se trata de ver cuantas veces la funcittoma el valor

m eR. Como f es una funcién polindmica de tercer grado, sabemos que &ciécuf (x) = m tiene

al menos una raiz real simple. Puede ocurrir que tenga ti@ssreeales simples, una raiz real doble y
una simple y solamente una raiz real (y dos imaginarias gadis). Tenemos que

fl(x)=6x2—6x—12=6(x>—x—2)=6(x+ 1)(x —2)
x<-l= fi(x)>0= f1 en]-oco,~1] = f(—o0,~1)=] lim f(x), f(=D]=]-00,7]

—l<x<2= f'(x)<0= f || en[-1.2] = f(~1,2) =[f(2), f(=D]=[-20,7]
2<x = f(x)>0= f1 en[2,+o0[= [f([2,+0c0]) = [f(2),xEToo S ()[=[-20, +o0]
Donde en cada caso hemos tenido en cuenta la monotonia aeiérfyy que, por el teorema del valor

intermedio, la imagen de un intervalo por una funcion cargies un intervalo. A la vista de estos
resultados deducimos lo que sigue.

Sim < =20, la ecuacionf(x) = m tiene una Unica solucion simple que esta en el intervalo
] — o0, —1].

La ecuacionf'(x) = —20, esto es,f(x) + 20 = 0 tiene una solucion en = 2 que es doble porque
también anula &, y tiene otra solucidn simple en el intervdle oo, —1].

1Por el teorema de Rolle y lo antes visto, deducimos tambiénfduse anula en exactamente dos puntgé’y se anula en
un so6lo punto.
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Si—20 < m < 7, laecuacionf(x) = m tiene tres soluciones reales simples, una en cada intervalo
] —o0,—1[,]—1,2[y ]2, +o0l.

La ecuaciénf(x) = 7, esto es,f(x) — 7 = 0, tiene una solucion en = —1 que es doble porque
también anula g", y tiene otra solucion simple en el intervalg +oo|.

Sim > 7 la ecuacionf'(x) = m tiene una Unica solucion simple que esté en el interf2alé ool.

También podemos hacer este ejercicio como sigue. Recueed@s|ceros de la derivada separan
los ceros de la funcién, es decir, en los intervdeso, —1[,]— 1, 2[ y ]2, +o¢[ la funcién f* solamente
puede anularse como mucho una vez. Teniendo en cuentaahi@de Bolzano y que

im f(x) = —oo, ﬁr_p S(x) = +o0

deducimos lo que sigue:

Para quef(x) — m = 0 tenga tres raices simplesmescesario y suficienigue se verifiquen las dos
desigualdadeg(—1) —m >0y f(2) —m < 0, esdecirm <7ym > —20,0sea;—20 <m < 7.

Como los ceros de la derivada seih y 2, se sigue qug’(x) — m = 0 tendra una raiz real doble (y
necesariamente otra simple)&i—1) —m =00 f(2) —m =0, esto esyn = 7 0 m = —20.

De lo anterior deducimos qug(x) — m = 0 tiene una Unica raiz simple si se cumple alguna de las
desigualdadeg(—1) —m < 00 f(2) —m > 0, es decim > 70m < —20. ©

Ejercicio 5. Sea f : R — R la funcién dada por

2x%2 + 6x + 10
== - VxeR.
S == x

Estudia el nimero de soluciones reales de la ecuagion) = m segun el valor del nimero real

Solucion.Estudiaremos los intervalos en los que la derivada es pasithegativa pues en ellos la fun-
cion es estrictamente monétona por lo que es facil calcoardlores qug” toma en dichos intervalos.
Un sencillo célculo da:
3x2 4+ 8x—3

(x2+1)2

Los ceros de la derivada son las raices de la ecuatidn+ 8x — 3 = 0 que se calculan como de
costumbre y sor-3 y 1/3. El signo de dicha derivada es el mismo del trinomidx? — 8x + 3 =
—3(x + 3)(x — 1/3). Tenemos que:

x<=3= fl(x) <0= /| en]—o0,=3] = f(—o0,=3]) =[f(=3). lim f()[=[12]

Sy =2

—3<x<1/3= f'(x)>0= f1 en[-3,1/3]= f(-3.1/3) =[f(=3). f(1/3)]=[1.11]
13<x= /() <0= [ enll/3 +oo[= f([1/3.+ooD=] lim f(x)./(1/3)]=]2.11]

Donde en cada caso hemos tenido en cuenta la monotonia aeiérfyy que, por el teorema del valor
intermedio, la imagen de un intervalo por una funcion cargies un intervalo. A la vista de estos
resultados deducimos lo que sigue.

Los valoresn =1 om = 11 los tomaf una sola vez en los puntes} y 1/3 respectivamente. Es
decir, para dichos valores dela ecuacionf(x) = m tiene una solucion.
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Paral < m < 2 la funcién toma dicho valor una vez ér- oo, —3[ y otra vez ern] — 3,1/3[. Es
decir, para dichos valores dela ecuacionf(x) = m tiene dos soluciones.

Para2 < m < 11 la funcién toma dicho valor una vez ¢r 3, 1/3[ y otra vez er]1/3, +o0|. ES
decir, para dichos valores dela ecuacionf(x) = m tiene dos soluciones.

El valorm = 2 lo toma la funcién una sola vez en el intervile 3, 1/3].

Param < 1y param > 11 la ecuacionf(x) = m no tiene solucién.

Como la funcion es muy sencilla, también puede procederssstenejercicio de una forma mas
directa resolviendo la ecuacigf(x) = m. Tenemos que:

2x2 46 10
%:m@(2—m)x2+6x+10—m=0
X

Param = 2 esta ecuacion tiene una solucion Unica que es—4/3. Param # 2 esta ecuacion tendra
soluciones reales siempre que el discriminante sea maygua que 0. Es decir se verifique que
36 —4(10 —m)(2 —m) = 0. Tenemos que:

36 —4(10 — m)(2 —m) = 44 + 48m — 4m> = —4(m* — 12m + 11) = —4(m — 1)(m — 11)

Deducimos qué6 —4(10 —m)(2—m) =0 <= 1 <m < 11. De esta forma hemos obtenido facilmente
que la ecuaciory’(x) = m tiene dos soluciones reales distintas param < 2y 2 < m < 11 pues
para dichos valores de el discriminante es positivo. Pana= 1y param = 11 el discriminante se
anula y hay una Unica solucién (doble). Para< 1y param > 11 la ecuacionf(x) = m no tiene
solucion. Volvemos asi a obtener los resultados anteriores
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